
y es claro que las dos son combinaciones convexas, luego si definimos
Y = {vi : i ∈ I} y W = V/Y , tenemos que conv(Y ) ∩ conv(W ) �= ∅ pues�
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= p ∈ conv(Y ) ∩ conv(W ).

Ahora bien, sea P un d-politopo (�d
2�+1)-neighborly. Diremos (�d

2�+1) =
k. Sea V el conjunto de sus vértices. |V | ≥ d+ 1 y es d dimensional, por
lo que contiene d vértices linealmente independientes. Si |V | = d + 1,
entonces es un simplex. Por lo tanto suponemos |V | � d+ 1. Escogemos
los d vértices linealmente independientes y otros dos vértices cualquiera,
llamamos a este conjunto W y llamamos Q = conv(W ). Por lo que ya
vimos Q es k-neighborly. Mas sabemos que existen X,Y ⊆ W tales que
conv(X) ∩ conv(Y ) �= ∅. Sin pérdida de generalidad tenemos que |X| ≤ k

por lo que estos vértices forman una cara. Sea c ∈ Rd tal que Qc sea
maximizado por X. Sea p ∈ conv(X) ∩ conv(Y ). Para todo y ∈ Y y
x ∈ X, y · c � x · c. Como p es una combinación convexa de elementos
de Y , p · c � x · c, mas por otro lado, p es una combinación convexa
de elementos de X por lo que debe maximizar este funcional. Con esto
llegamos a una contradicción. Luego |V | = d+ 1 y P es un simplex.

2. (The spanning tree polytope.) Trabajé con Federico Castillo
Sea G un grafo y ST (G) = P su spanning tree polytope.

(a) Sea χT ∈ P . Veamos que es un vértice. Sabemos que χT ∈ R|E|.
Sea c, χT visto como un vector. Veamos que χT maximiza a Pc.
Si χT � �= χT , entonces χT � · c � χT · c, pues no puede tener 1 en
las mismas posiciones ya que como es distinto, se llegaŕıa a que este
elemento no representa a spanning tree, pues se le pueden quitar
aristas de modo que siga conectando todo el grafo.

(b) Veamos que dos vértices χT � ,χT son adyacentes ⇔ existen aristas
e ∈ T − T

� y f ∈ T
� − T tales que T

� = T − e ∪ f .
⇒) Basta con mostrar que dados dos spanning trees T, T

� existen
e ∈ T/T

� y f ∈ T
�
/T tales que S = T − e ∪ f y S

� = T
� − f ∪ e son

spanning trees. Esto debido a que si suponemos que χT y χT � son
adyacentes y no cumplen la propiedad, existe un vector c tal que es
maximizado por estos vectores. Además, c ·χT − c ·χS = ce− cf � 0.
donde ce, cf son los componentes de c en las coordenadas correspon-
dientes a esas aristas. Mas, c · χT � − c · χS� = cf − ce � 0. Con
esto tendŕıamos una contradicción. Veamos entonces que podemos
encontrar estos vértices.
Sean T y T

� dos spanning trees. Si cumplen la condición ya termi-
namos, luego suponemos que no cumplen esa propiedad. Tomamos
un vértice de grado 1, v1 tal que su arista no esté en T

�. No todos
los vértices pueden tener grado mayor que 1 pues necesariamente se
formaŕıan ciclos. Sea e la única arista que tiene a v1. T � ∪ e tiene un
ciclo. Sea f una arista en este ciclo que tenga a v1. Como T

� ∪ e− f

está conectado y tiene n − 1 aristas (es fácil ver que los spanning
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trees deben tener n − 1 aristas) debe ser un spanning tree. Además
T − e ∪ f está conectado, pues sólo faltaba conectar a v1. Con esto
completamos la prueba.
⇐) Suponemos que existen aristas e ∈ T − T

� y f ∈ T
� − T tales

que T
� = T − e ∪ f . Sea I1 el conjunto de ı́ndices en donde χT es

1 y sea I2 el conjunto de ı́ndices donde χT � es 1. Sea I = I1 ∩ I2 y
J = I1/I2 ∪ I2/I1. Definimos c = (c1, . . . , c|E|) ∈ R|E| como

ci =






1, si i ∈ I

0, si i ∈ J

−1, de lo contrario
Veamos que Pc es maximizado por los dos vértices χT � ,χT . Sea χS

otro vértice. Para lograr maximizar χS ·c se debe tener que χS tengo
1 en todos las coordenadas indicadas por I. Sin embargo, debe tener
otros 1 en otras coordenadas ya que χT representa un spanning tree.
Debe haber otro 1 en una coordenada que no esté en J , pues es dis-
tinto a los dos iniciales, y en consecuencia χS · c � χt · T . Con esto
tenemos que Pc es maximizado por estos vértices y en consecuencia
hay una arista que los conecta.

(c) Por (b) para ir de un vértice a otro se debe cambiar una coordenada
de los vértices, por otra. Como sólo hay n−1 aristas en los spanning
trees, se tiene que el diámetro debe ser menor a la cantidad de vértices

3. Sea P un d-politopo con n facets y suponemos n < 2d.

(a) Sean v, w dos vértices de P . Veamos que hay una facet que los
contiene a los dos. Por contradicción suponemos que no existe tal
facet. Se tiene que deg(v) ≥ d y deg(w) ≥ d. Esto nos dice que cada
vértice es un punto de intersección de por lo menos d hiperplanos que
limitan a P (entendiendo esto como igualdades que se cumplen en su
descripción como desiguladades), por lo tanto v y w está contenidos
en por lo menos d facets, mas como no comparten ningún facet,
tenemos que P debe tener por lo menos 2d facets, lo que es una
contradicción.

(b) Veamos que para cada par de vértices v, w de P , existe un politopo
Q de dimensión d − 1 tal que su distancia es la misma en los dos
politopos.
Sean v, w vértices de P . Sea Q la facet en la que los dos vértices
están contenidos. Q es un (d − 1)-politopo y además la cantidad de
facets es menor que n. Esto porque si la cantidad de ridges de P que
están en Q es mayor a n, entonces como cada ridge debe estar en dos
facets, habŕıa por lo menos un par de ridges que están contenidos
en otra facet, contradiciendo la propiedad del joint que tienen los
posets de los politopos. También se tiene que ∆(d, n) ≤ ∆(d, n+ 1).
Esto debido a que dado un politopo R

�, d dimensional con n facets,
si considero un hiperplano H tal que un vértice quede a un lado del
hiperplano, y los otros vértices queden al otro lado del hiperplano, y
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