2. La menor cantidad de vértices que puede tener un 3-politopo es 4. En
la tarea pasada vimos que se cumplen las desigualdades f < 2v — 4
yov <2f—4. Siv=4, entonces f <8 —4 =4, por lo que f = 4,
pues no puede tener solo tres caras. Ademads sabemos que se cumple
la identidad v + f = e+ 2. Siv =4y f = 4, entonces e = 6. La



Unica forma en que tenga 6 aristas es con 4 vértices y 4 caras, pues
si v+ f = 8§, las condiciones dadas previamente nos muestran que no
hay otra forma. En el tetraedro todos los vértices estan conectados y
como deg (v) > 3 para todo vértice, y hay 4 vértices, ésta es la tnica
configuracién posible, por lo que hay un tnico 3-politopo con 6 aristas.
Para que e = 7, necesitamos que v + f = 9. Esto sélo es posible si
v=4yf=50v=>5yf =4 Pero5 £ 8—4 = 4, luego no hay
ninguno 3-politopo con 7 aristas.

Para que un 3-politopo tenga 8 aristas la tnica posibilidad es v =
5 = f pues ya vimos la restriccion que impone el tener 4 caras o
vértices. Veamos que todos los 3-politopos con 5 caras y vértices son
combinatéricamente equivalentes. Si llamamos gi, ..., g5 la cantidad

f

de aristas de la cara i, tenemos que Zgi = 2e = 16. Como 3 no
divide a 16, vemos que todas las caras lcalras no pueden ser triangulos.
Como no puede haber un pentdgono como cara, pues el politopo seria
un 2-politopo y no un 3-politopo, vemos que hay una cara que es
un cuadrildtero. Esos cuatro vértices estdn en un plano, y el vértice
restante no estd en el plano. Por ser el politopo convexo, el vértice
restante debe estar conectado con cada uno de los puntos. Luego
cualquier 3-politopo que tenga 5 caras y 5 vértices es equivalente a la
pirdmide de base cuadrada.

Veamos ahora el caso de 9 vértices. Se necesita que v+ f = 11 y por
lo que hemos visto previamente tenemos que esto sélo es posible si v =
5y f=60v=06y f=>5. Basta con probar que todos los 3-politopos
con 6 vértices y 5 caras son equivalentes, para concluir que todos los
3-politopos con 5 vértices y 6 caras son equivalentes. Pues si hay dos 3-
politopos distintos con 5 vértices y 6 caras, sus duales serian distintos,
mas sus duales tendrian 6 vértices y 5 caras, por lo que deberian
ser iguales. Llamamos g1, ..., g5 la cantidad de aristas en la cara i.
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Zgi = 2e = 18 por lo que si todas sus caras fueran triangulares
=1

concluirfamos que el politopo tendria 6 caras, luego tiene una cara
que no es triangular. Si alguna cara fuera en forma de pentdagono,
obtendriamos una pirdmide con el pentdgono como la base, por lo que
tendria 6 caras. Como sus 6 vértices no pueden estar en el mismo
plano, concluimos que una de sus caras es un cuadrado. Si decimos
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que la cara 5 es ésta, llegamos a que Zgi =2e—g5=18—-4=14.
Luego todas no pueden ser triangularés,lcon lo que podemos concluir
que debe haber otra cara cuadrada. Ahora bien, Si hay dos caras que
son cuadradas, la unica forma para tener 6 vértices y esas caras, es que
los cuadrados compartan dos vértices. Como no podemos agregar mas
vértices, el politopo queda completamente determinado, con lo que
tenemos un prisma con base triangular. Con esto podemos concluir
que hay dos 3-politopos con 9 aristas. También tomando el dual del
prisma con base triangular obtenemos un politopo de 5 vértices y 6
aristas. Este es el tinico que tiene estas caracteristicas, luego, los dos
casos en que un 3-politopo tiene 9 aristas son politopos duales.



