
Homework 2

Fabian Prada (Uniandes)

Problema 1(Trabaje con Sebastian Olano y Diego Cifuentes en este problema):

Sea P un d-politopo en Rn, el cual podemos caracterizar, usando la H description, como

P := {x ∈ Rn : Ax ≤ b} donde A ∈ Mm×n(R) y b ∈ Rm. Definase T : Rn → Rm, como

Tx = −Ax + b. Se va a probar que T es inyectiva en el politopo P : tome v �= w ∈ P , si

Tv = Tw ⇒ Av = Aw ⇒ A(v − w) = 0. Llame u := (v − w), como v ∈ P sabemos que Av ≤ b y

por ende A(v +αu) ≤ b, de lo cual concluimos que v +αu ∈ P para todo α. Dado que P es acotado

y u �= 0 llegamos a una contradiccion, de la cual deducimos que Tv �= Tw para todos v �= w ∈ P .

De lo anterior se concluye que T : P → T [P ] es un isomorfimo, y por tanto que P es afinmente

isomorfo a T [P ] (pues T es una transformacion afin).

Veamos ahora que representa T [P ]. x ∈ T [P ] ⇐⇒ x = −Apx + b para algun px ∈ P ⇐⇒
x ∈ T [Rn] y x ≥ 0 (pues 0 ≤ −Ap + b ssi p ∈ P ) ⇐⇒ x ∈ T [Rn] ∩ R

m
≥0. Por tanto podemos

afirmar T [P ] = T [Rn] ∩ Rm
≥0. Claramente T [Rn] = −A[Rn] + b ⊆ Rm es un subespacio afin, por

ende podemos concluir que P es afinmente isomorfo a T [Rn]∩Rm
≥0 donde T [Rn] es un espacion afin

de Rm. Esto es precisamente lo que se deseaba probar.

Problem 2:

i)Para el caso de 9 aristas podemos deducir por la ecuacion de Euler que V +F = 11, y aplicando

las desigualdadas probadas en la tarea anterior (V ≤ 2F − 4, y F ≤ 2V − 4), se puede concluir que

los casos a considerar son (V, F, E) = (5, 6, 9) y (V, F, E) = (6, 5, 9).

Para el caso (V, F, E) = (5, 6, 9), podemos deducir que todas las caras del politopo van a ser

triangulares, pues en general 3F ≤ 2E y la igualdad solo se tiene, como en este caso, cuando todas

las caras son triangulares. De igual forma sabemos que ev1 + ev2 + ... + ev5 = 2E = 18 ( donde evi

es el numero de aristas conectadas al vertice i) y 3 ≤ evi ≤ 4, pues de cada vertice salen al menos

3 aristas y no pueden salir 5 aristas ya que ello implica la existencia de al menos 6 vertices. De

las condiciones anteriores se deduce que deben haber 3 vertices de grado 4 y 2 de grado 3. Dado

que no pueden haber 4 vertices coplanares (de ser asi tendriamos una piramide y ello no cumpliria

(V, F, E) = (5, 6, 9)), podemos considerar P el plano que contiene los 3 vertices de grado 4. Vease

que los otros 2 vertices restante no pueden estar al mismo lado del plano (pues cada uno tendria

que estar conctado con los 3 vertices del plano P (para que los vertices del plano P tengan grado

4) y entre ellos mismos, con lo cual no satisfacen la condicion de ser de grado 3), y si estan en

lados diferentes del plano se satisfacen las condiciones buscadas. Se concluye que el unico politopo

(V, F, E) = (5, 6, 9) se construye uniendo dos tetrahedros por una misma cara.

Vease que el politopo anterior induce un politopo dual (asumiendo que 0 esta en el interior) que

caracterizado por el vector (V, F, E) = (6, 5, 9). El politopo con el vector anterior tambien es unico,

pues si existiese otro con esas carcteristicas, su dual volveria a ser de la forma (V, F, E) = (5, 6, 9)

(que ya probamos por construccion que es unico) y conociendo que el dual del dual vuelve a si
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