1. f-vectors of 3-polytopes
6:>7
Aplicando la féormula de Euler, obtenemos:

f<20—4<=3f<2e (1)
v<2f —4<=3v <2 (2)

Sea N el nimero de parejas de vértices (v;, vj) que estan conectados. Claramente cada arista se esta contando
exactamente dos veces de esta forma (una por cada extremo), asi que N = 2e. Pero por otra parte, cada vértice
debe estar conectado a al menos otros 3 vértices, por lo cual N > 3v, y se tiene la ecuacién 2.

Sea M el nimero de parejas de caras (f;, f;) que comparten un lado. Nuevamente, cada arista se con-
tard 2 veces (una por cada cara que toca), asi que M = 2e. Pero cada cara tiene al menos 3 aristas, asi que
compartird lados con al menos otras 3 caras. Por tanto M > 3f, y tenemos la ecuacién 1.

Sean v, e, f un vector que satisface las condiciones dadas. Primero supongamos v > f, e ignoremos por
completo e por la relacién de Euler. Para que las ecuaciones 1 y 2 se cumplan simultaneamente es inmediato
que v, f > 4. Si f =4, la ecuacién 2 indica v = 4. Por tanto, f > 5 en el caso supuesto.

Figura 1: Prisma con caras triangular y hexagonal como grafo y en 3D

Consideremos la estructura de la figura 1, que es una especie de prisma, donde las caras principales son
distintas (un tridngulo y un hexdgono). La idea es tomar estas figuras, cuyos vértices son poligonos regulares
paralelos con m y n lados, y n > m. Si esto se hace, habrdan n caras laterales (una por cada arista del
poligono grande), para un total de f = n 4 2 caras. Ademds, se tienen v = n + m vértices. Esta construccién
permitira obtener vectores con f+1=n+3<v<n+n=2f —4 donde n > 3.

Si v = f, consideremos las pirdmides de n = v — 1 lados en la base.



Finalmente, si v < f, consideremos el dual de los poligonos obtenidos cuando v > f. La figura 2 muestra el
dual del prisma de la figura 1 y se muestra tanto el dual como grafo, como su forma final en 3D. En general,
estos politopos consistiran en la interseccién de dos conos opuestos con diferente niimero de lados.

Figura 2: Dual del prisma de caras triangular y hexagonal como grafo y en 3D



