Politopos de Posibilidades @

Federico Ardila—Mantilla*

Estos son los ejercicios del curso de Federico Ardila-Mantilla en ECCO Tico 2026. Les re-
comiendo trabajarlos en grupo, con curiosidad, comunicacion cuidadosa, paciencia y generosidad.

Pueden trabajarlos en el orden que prefieran, pero les recomiendo realizar al menos un ejercicio
de calculo y uno conceptual. Los problemas estdn disenados para despertar su interés, y pueden
estudiarlos y discutirlos con sus companeres, aunque probablemente sea mejor dejarlo para después
de la sesion de ejercicios. Los ejercicios en negrilla son recomendados.

1 Sesion de ejercicios 1.

1.1 Ejercicios computacionales

1. (Descripciones H y V) Encuentra la descripcién V' y H de

(a) un poligono en R? como se muestra con facetas en las direcciones —e1, —€3,€e1,€2,€1+ 9.

(b) un politopo de 3 caras en R® como se muestra con facetas en las direcciones de las facetas
—e1, —e2, —€3, €],€2,€e3,€] + e2,€2 + €3,€1 + €2 + €3.

2. (Abanicos normales) Dibuja los abanicos normales de (), O3, As y Os.

3. (Cubos) Si nunca has hecho esto antes, dibuja el hipercubo [ly. Si tienes tiempo esta noche,
dibuja o construye el hipercubo Ulg.
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1.2 Ejercicios conceptuales

. (Descripciones H y V)
(a) Demuestra que nuestras dos descripciones del d-cubo [J; coinciden:
conv{+1,-1}¢ = {x € R¥| —1 < z; <1 para todo 1 <14 < d}
(b) Demuestra que nuestras dos descripciones del d-politopo de cruce {4 coinciden:
conv{ey, —ei,...,eq, —eq} = {x € R? | ax < 1 para todo a € {+1,—1}¢ ¢ (R%)*}

. (Operaciones con politopos.)

(a) Si P,Q C R son politopos, demuestre que P N Q C R? es un politopo.
(b) Si P,Q C R son politopos, demuestre que P 4+ Q C R? es un politopo.
(¢) Si P c R%y Q C R® son politopos, demuestre que P x @ € R™¢ es un politopo.

Piense en cémo podria obtener sus descripciones V y H a partir de los politopos originales.

1.3 Problemas

. (Politopos de matroides) Demuestre que las siguientes dos descripciones del politopo de une
matroide M coinciden:

d
conv {Zeb : Bbase} = {X cR? | le =r(M), sz <r(A) para todo ) C A C [d]}
i=1

beB acA
;,Cuales son los vértices de este politopo? ;Cuéles son las facetas?

. (Un ejemplo de programacién lineal.) Una agencia de ayuda recibe solicitudes de n voluntarios
y busca asignarles a algunes de elles a m < n sitios de trabajo. Cada sitio recibe un voluntario.
Se les muestran descripciones de los solicitantes y responden a la pregunta: en una escala del
1 al 5, jqué tan satisfecho estaria con este solicitante? El objetivo de la agencia es asignar
voluntarios a las ubicaciones de manera que se maximice la satisfaccién total (la suma de las
puntuaciones de satisfaccion individuales de las agencias.)

Formula esta pregunta como un problema politopal. Encuentra la descripcién V y la de-
scripcién H del politopo correspondiente. ;Qué puedes decir sobre este politopo?



2 Sesion de ejercicios 2.

Estos son los ejercicios del curso de Federico Ardila-Mantilla en ECCO Tico 2026. Les recomiendo
trabajarlos en grupo, con curiosidad, comunicacién cuidadosa, paciencia y generosidad.

Pueden trabajarlos en el orden que prefieran, pero les recomiendo realizar al menos un ejercicio
de céalculo y uno conceptual. Los problemas estan disefiados para despertar su interés, y pueden
estudiarlos y discutirlos con sus companeres, aunque probablemente sea mejor dejarlo para después
de la sesién de ejercicios. Los ejercicios en negrilla son recomendados.

2.1 Ejercicios computacionales.

1. (Célculo de posets: ejemplos)

(a) Calcula el poset de divisores Dgyp.
(b) Calcula el poset de particiones Party.

(c) Calcula el poset de caras de [s.
2. (Célculo de funciones de M&bius: ejemplos)

(a) Calcula la funcién de Mdbius del poset de divisores Dgp.
(b) Calcula la funcién de Mébius del poset de particién Parta.

(c) Calcula la funcién de Mdbius del poset de caras de Os.

2.2 Ejercicios conceptuales.

3. (Factorizacién de posets)

(a) Demuestra que el poset booleano es 24 22 2 x --- x 2.
(b) Demuestra que el poset de divisores es D, = (t; +1)x- - -x (ty + 1), donde n = pi* - - 'p};’“

es la factorizacion prima de n.
4. (Intervalos) Demuestra que

Todo intervalo de una cadena es una cadena.

(a
(b

)

) Todo intervalo de un poset booleano es un poset booleano.
c¢) Todo intervalo de un poset de divisores es un poset de divisores.
)
)

(
d

(e) Todo intervalo de un poset de caras politopicas es un poset de caras politopicas.

Todo intervalo de un poset de particiones es un producto de posets de particiones.

5. (Reticulos) Demuestra que:

Toda cadena es un reticulo.

(a
(b

)

) Todo poset booleano es un reticulo.
(¢) Todo poset de divisores es un reticulo.

)

(d) Todo poset de particiones es un reticulo. Todo poset de caras politépicas es un reticulo.



. (f-polinomios)

(a) Calcula el f-polinomio del pentdgono, Ay_1, 04, Og, €l dodecaedro y el icosaedro.

(b) Calcula el f-polinomio de la pirdmide pyr(P) sobre un politopo P en términos del f-
polinomio de P.

(c¢) Calcula el f-polinomio del producto P x @ de dos politopos P y @ en términos de los
f-polinomios de P y Q.

2.3 Problemas.

. (Célculo de funciones de Mobius: familias)

(a) Calcula la funcién de Mobius del poset de divisores D,.

(b) Calcula la funcién de Mobius de los posets de caras (<), Ap, Oy, On.

(¢) (*) Calcula la funcién de Mobius del poset de particiones Part,,.

. (Teoria de Ehrhart) Para un politopo P con vértices enteros, sea Ep(n) el niimero de puntos

reticulares en la n-ésima dilatacion nP, y E%(n) el nimero de puntos reticulares interiores
en nP.

(a) Expresaa la funcién de Ehrhart de P en términos de la funcién de Ehrhart interior de
sus caras.

(b) Expresa la funcién de Ehrhart interior de P en términos de la funcién de Ehrhart de sus
caras.

(c) (*) Demuestra que |E%(n)| = |Ep(—n)|.

(d) (*) Demuestra que estas funciones son polinémicas en n.

La funcién Ep(n) se denomina polinomio de Ehrhart de P.



3 Sesiones de ejercicios 3 y 4.

3.1 Ejercicios computacionales.

1. (Ejemplos eulerianos no politopals)

(a) Encuentra un poset euleriano que no sea el poset de caras de un politopo.

(b) Encuentra un reticulo euleriana que no sea el poset de caras de un politopo.
2. (Conos de deformaciones: ejemplos)

(a) Encuentra todos los poligonos en R? como el de la figura, con direcciones de facetas
—€1, —€2,€1,€2,€1 + €2.

(b) Encuentra todos los politopos de dimensién 3 en R? como el de la figura, con direcciones
de facetas —ej, —eq, —e3, €1, €9,€3,€1 + €9, €1 + €3,e1 + ea + e3.

(c) Encuentra todos los politopos en R? con el mismo abanico normal que el cubo 0.

3. (Reticulos eulerianos en la naturaleza) Calcula los posets y verifica que son reticulos eulerianos.

(a) El poset OIl4 de particiones ordenadas de [4].

(b) El poset Subdivg de subdivisiones de un hexdgono.

3.2 Ejercicios conceptuales.

4. (EI cono de tipos del abanico trenza) Demuestra que el cono de tipos del abanico trenza en RP
es el cono submodular:

{f:28 SR : f(AUB)+ f(AN B) < f(A) + f(B)}

5. (El cono de tipos del abanico del asociaedro) Calcula el cono de tipos del abanico del asociaedro.
Demuestra que es simplicial.

6. (Descomposiciones de sumas de Minkowski)

(a) Demuestra que
Perm,, = Z conv(e;, ;)
1<i<j<n
(b) Demuestra que

Assoc,, = E conv(e;, €41, -.,€j)
1<i<j<n



3.3 Problemas.

7. (Vértices del asociaedro) Encuentra y demuestra una férmula para el vértice vr del asociaedro
Assocy, 42 correspondiente a una triangulacién (o equivalentemente un arbol binario) T'.

8. (EI politopo ciclico es muy vecinal.) El politopo ciclico es un d-politopo en R? con n vértices
definidos de la siguiente manera:

C(n,d) = convx(t1),...,x(tn)
donde x(t) = (¢,t2,...,t%).

(a) El criterio de paridad de Gale describe las facetas del politopo ciclico: Un d-subconjunto
I C [n] define una faceta si y solo si dos elementos cualesquiera de [n] — I estéan separados
por un numero par de elementos de I. Demuéstralo.

(b) Concluye que el politopo ciclico Cy(n) es (|4])-vecinal.

9. (Qué tan vecinal puede ser?) Si un politopo d-dimensional es (LQZJ + 1)-Vecinal, demuestra que

2
debe ser un simplex.

(Recordemos que un politopo es k-vecinal si cualquier conjunto de k vértices forma una cara.)



