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1. Supongamos que sw0 < w0 para toda s reflexión simple. Veamos que w ≤
w0 para toda w ∈ W , para esto procedamos por inducci´ón sobre k = l(w).

k = 1: Tenemos que w = si para algún i, como por hipótesis ww0 =
siw0 < w0. Ahora, si si hace parte de una expresión reducida para siw0

acabamos, pues en ese caso, si < siw0 y por hipótesis siw0 < w0 entonces
por transitividad si < w0. Si si no hace parte de una expresión reducida
para siw0 es porque w0 = siu para algún u ∈ W , y aśı tendriamos que
si ≤ w0.

Supongamos el resultado válido para k y veamos para k + 1. Sea w =
s1s2 · · · sk+1. Por inducción, s2 · · · sk+1 ≤ w0, es decir, existe una expreśıón
reducida de w0 tal que s2 · · · sk+1 es una subpalabra de esa expresión. Como
por hipótesis s1w0 < w0, entonces s1w0 es una subpalabra de w0 al igual
que s2 · · · sk+1 subpalabra de w0, luego w = s1(s2 · · · sk+1) ≤ w0, usando la
”lifting property”.

2. Sea J = {s1, . . . , ŝk, · · · , sn−1}. Veamos como son los elementos de W J .

Hecho: Sea w = i1i2 · · · ikik+1 · · · in. w esta en W J si y solo si {i1 < · · · < ik}︸ ︷︷ ︸
(a)

e {ik+1 < · · · in}︸ ︷︷ ︸
(b)

.

Prueba: Si {i1 < · · · < ik} y {ik + 1 < · · · in} es claro que ws > w, pues s
me va a cambiar de lugar dos elementos de (a) o dos de (b), en cualquiera
de los dos casos, voy a cambiar el orden de dos ij haciendo que uno mayor
quede a la izquierda de uno menor, aumentando la longitud de w. Por lo
tanto, w ∈ W .

Ahora, supongamos que w no satisface (a) (o (b)), podemos suponer que
existen i, i′ ∈ {i1, · · · , ik} tales que i > i′ y w = i1 · · · iim+1 · · · i′, y el resto
de los i estan ordenados. Como w ∈ W J entonces para todo j ∈ J wj > w,
pero wsm−1 < w, lo cual es una contradiccion.
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Ahora, por medio de esta descripcion podemos concluir que la proyección
esta dada por: Sea w = i1i2 · · · ikik+1 · · · in, entonces ordenamos de forma
creciente el conjunto {i1, i2, · · · , ik} y concatenamos obteniendo la palabra
u. De la misma forma ordenamos el conjunto {ik+1, · · · , in} concatenamos
y obtenemos la palabra v. Ahora, haciendo wJ = uv tenemos que efectiva-
mente wJ ∈ W J . Ahora, para obtener w apartir de wJ lo que tenemos que
hacer es ir intercambiando de lugar las letras en u y en v, por medio de los
elementos de J , notando que a medida que lo hacemos aumenta la longitud
de w, por la forma en que estan ordenadas las letras en wJ , hasta obtener
w. Es claro que para lelgar de wJ a w, solo requerimos de los elementos de
J , con lo cual wJ es la proyección deseada.

3. Sea J = {s1, · · · , ŝi1 · · · ŝik , . . . sn−1}. El grupo de Young que le vamos a
asociar a WJ es el asociado a la particion A1, . . . Ak+1, {i1}, {i2}, . . . , {ik},
donde los Aj quedan determinados por las componentes conexas del grafo
de Coxeter obtenido eliminando los generadores que no aparecen en J , aśı:

A1 = {1, . . . , i1 − 1}, A2 = {i1 + 1, . . . , i2 − 1}, . . . , Ak+1 = {ik + 1 . . . , in}.

Aśı, es claro que si sj ∈ J entonces sj(l) ∈ Ait si l ∈ [it−1 + 1, it−1]. Aśı,
WJ es un subgrupo de Young.

Ahora, sea A1 . . . Am una partición de [n]. Sea Ai = {ki
1, . . . , k

i
ji
} para

todo i = 1, . . . , k. De la tarea 1 sabemos que un conjunto A de generado-
res de Sn hacen de Sn un sistema de Coxeter si y solo si A es un arbol
generador del grafo completo Kn. Aśı, es claro que el conjunto de traspo-
siciones {(k1

1, k
1
2), . . . , (k1

j1−1, k
1
j1), . . . , (k

m
1 , km

2 ), . . . , (km
jm−1, k

m
jm

)} hacen de
Sn un sistema de Coxeter, pues concatenandolos obtenemos un arbol gene-
rador para Kn. El subgrupo parabólico que le asociaremos a este subgrupo
de Young sera el generado por las mismas trasposiciones descritas anterior-
mente, eliminando las de la forma {(ki

ji
, ki+1

1 )}, es decir, eliminando las que
intercambian elementos que no estan en el mismo Ak.

4. Tenemos que WJ = {1234, 2134, 1243, s1s3}. Observando el grafol orden
de Bruhat vemos que W J = {1234, 1423, 1324, 2314, 2413, 3412} pues argu-
mentando como en el ejercicio 2, estas son las unicas permutaciones que
satisfacen que tanto los dos primeros como los dos ultimos elementos estan
en orden creciente. El primer gráfico ilustra el orden de Bruhat en S4. El
segundo nos muestra WJ en morado y W J en azul, y el último grafico nos
muestra el poset W J ×WJ en negro, dentro del orden de Bruhat.
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