
permutación de la primera, cambiando dos números en orden:

283457619(29) = 293457618 intercambié 8 y 9, que estaban en orden

293457618(89) = 293457681 intercambié 1 y 8, que estaban en orden

293457681(57) = 293467581 intercambié 5 y 6, que estaban en orden

293467581(68) = 293468571 intercambié 7 y 8, que estaban en orden

293468571(36) = 298463571 intercambié 3 y 8, que estaban en orden

298463571(47) = 298563471 intercambié 4 y 5, que estaban en orden.

De esta manera llegué a 298563471 y por lo tanto las dos permutaciones son comparables en el
orden de Brutah.

7. Sean E• y F• dos banderas completas en Rn. Demuestre que la matriz {dim(Ei ∩ Fj)}1≤i,j≤n es la
matriz de rangos de una permutación en Sn.
Solución. Primero veamos los siguientes lemas:

Lema 1: Si A,B,C son espacios vectoriales en Rn, A ≤ B y dim(A) + 1 = dim(B),
entonces dim(A ∩ C) ≤ dim(B ∩ C) ≤ dim(A ∩ C) + 1.
Dem: Sea {u1, . . . uk} una base de A ∩ C. Como este conjunto es linealmente inde-
pendiente y está contenido en B ∩ C, lo puedo extender a una base de este último
{u1, . . . , uk, v1, . . . , vl}. De la misma manera extiendo a {u1, . . . uk} a una base de A,
{u1, . . . , uk, w1 . . . , wm}. Veamos que {u1, . . . , uk, v1, . . . , vl, w1 . . . , wm} es un conjunto
linealmente independiente. Suponga que 0 = a1u1 + · · ·+akuk + b1v1 + · · ·+ blvl + c1w1 +
· · · + cmwm con no todos los ai, bi, ci = 0. Entonces debe haber un bi y un cj distinto de
cero pues de lo contrario se estaŕıa contradiciendo la independencia lineal de los conjun-
tos de arriba. Entonces −c1w1 + · · · + −cmwm = a1u1 + · · · + akuk + b1v1 + · · · + blvl

y por lo tanto −c1w1 + · · · + −cmwm ∈ B ∩ C. Pero −c1w1 + · · · + −cmwm ∈ A, en-
tonces −c1w1 + · · · + −cmwm ∈ A ∩ C y esto me implica que −c1w1 + · · · + −cmwm =
d1u1+· · ·+dkvk. Como algún ci %= 0, tenemos que −c1w1+· · ·+−cmwm %= 0 y entonces 0 =
c1w1+· · ·+cmwm+d1u1+· · ·+dkvk es una combinación lineal con no todos los coeficientes
igual a cero y esto contradice la independencia lineal de {u1, . . . , uk, w1 . . . , wm}. Entonces
{u1, . . . , uk, v1, . . . , vl, w1 . . . , wm} es un conjunto linealmente independiente y por lo tanto
lo puedo extender a una base de B, {u1, . . . , uk, v1, . . . , vl, w1 . . . , wm, x1, . . . , xn}. Ahora
k + m = dim(A), entonces k + m + 1 = dim(B) y esto nos implica que 1 = l + n. La
única forma en la que esto puede pasar para enteros no negativos es que l = 0 y n = 1,
lo que implica que dim(A ∩ C) = dim(B ∩ C), o que l = 1 y n = 0, lo que implica que
dim(A ∩ C) + 1 = dim(B ∩ C).

Lema 2: Si A,B,C,D son espacios vectoriales en Rn, A ≤ B, C ≤ D y dim(C) + 1 =
dim(D), dim(A∩C) = n, dim(A∩D) = n + 1 y dim(B ∩C) = m (m = n o m = n + 1),
entonces dim(B ∩ D) = m + 1.
Dem:

Veamos cuando m = n. Como A∩D ≤ B∩D entonces n+1 = dim(A∩D) ≤ dim(B∩
D). Por otro lado B∩C ≤ B∩D y n = dim(B∩C) ≤ dim(B∩D). Por otro lado, por
el lema anterior tenemos que n = dim(B∩C) ≤ dim(B∩D) ≤ dim(B∩C)+1 = n+1,
entonces dim(B ∩ D) = n + 1 = m + 1.
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