
3. (⇒:) Sean u = s1 · · · sk y v = s′1 · · · s′m. Supongamos que l(uv) = l(u)+l(v).
Además supongamos que existe t ∈ T tal que l(ut) < l(u) y l(tv) < l(v).
Tenemos:

l(uv) = l(uttv) ≤ l(ut) + l(tv) < l(u) + l(v) (→←).

Luego, no existe una reflexión con esa propiedad.

(⇐:) Por contradicción. Supongamos que l(uv) < l(u) + l(v). Por elimina-
ción existen i, j tales que

uv = s1 · · · ŝi · · · sks
′
1 · · · ŝ′j · · · s

′
m.

Ahora, sean t = sk · · · si · · · sk y t′ = s′1 · · · s′j · · · s′1. Tenemos que ut =
s1 · · · ŝi · · · sk y que t′v = s′1 · · · ŝj · · · s′m, luego

uv = utt′v ⇔ e = tt′ ⇔ t = t′.

Aśı, existe t ∈ T tal que l(ut) < l(u) y l(tv) < l(v) pero esto contradice
nuestra hipótesis. Por lo tanto, l(uv) = l(u) + l(v).

5. Sea w = s1 · · · sk = e. Primero notemos que l(w) debe ser par, entonces
k = 2m. Segundo, por la propiedad de eliminación tenemos que existen
i, j ∈ {1, . . . , k} tales que w = s1 · · · ŝi · · · ŝj · · · sk. Entonces tenemos:

e = s1 · · · ŝi · · · ŝj · · · sk

= s1 · · · si(si · · · sj−1)sj+1 · · · sr

= s1 · · · si−1(si+1 · · · sj)sjsj+1 · · · sr

⇔ si+1 · · · sj = si · · · sj−1.

Reformulando esto, tenemos que aplicar eliminación es equivalente a la
existencia de i, j ∈ {1, . . . , k} con i < j tales que si+1 · · · sj = si · · · sj−1.
Esta equivalencia la vamos a usar a lo largo de la prueba.

Ahora si, procedamos por inducción sobre k.

(k = 2) En este caso tenemos que s1s2 = e por lo cual s1 = s2 y entonces la
igualdad se tiene de las relaciones permitidas.

(k = k) Supongamos el resultado válido para pares menores que k.

w = s1 · · · sm+1sm+2 · · · sk = e

⇔ s1 · · · sm+1 = sk · · · sm+2
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